NMSA334: cviceni 5 — nerozlozZitelné retézce, stacionarni rozdéleni

Pro klasifikaci stavi se ¢asto hodi pojem nerozlozitelnosti. Markovuv fetézec je nerozlozitelny, jestlize
kazdy jeho stav je dosazitelny z kazdého jiného stavu. Dilezita jsou nasledujici tii tvrzeni:
a) v nerozlozitelném Fetézci jsou vSechny stavy stejného typu,
b) v Fetézci s koneéné mnoha stavy nemohou byt vSechny stavy pfechodné,
c) v Fetézci s koneéné mnoha stavy neexistuji trvalé nulové stavy.
Odtud plyne, ze v nerozlozitelném fetézci s koneéné mnoha stavy jsou vSechny stavy trvalé nenulové.

Pravdépodobnostni rozdéleni 7, které splituje 77 = w7 P, se nazyva staciondrni rozdéleni. V ne-

rozlozitelném Tetézci stacionarni rozdéleni existuje pravé tehdy, kdyz jsou vSechny stavy trvalé nenulové.
Existence stacionarniho rozdéleni se tak da pouzit jako kritérium pri klasifikaci stavl.

V piipadsé, ze stacionarni rozdéleni v nerozlozitelném Fetézci neexistuje, jsou bud vechny jeho stavy
pfechodné, nebo vsechny trvalé nulové. K rozliSeni, ktery z téchto piipadii nastiva, vyfeSsime soustavu
rovnic € = Pz, kde P vznikne z P vynechdnim jednoho stavu. Pokud mé soustava v intervalu [0, 1]
jen trividlni feSeni @ = 0, jsou v8echny trvalé. Jestlize existuje netrividlni feSeni v intervalu [0, 1], jsou
vSechny stavy prechodné.

Piiklad 5.1: (model vymény tepla) Uvazujme dvé urny, ve kterych je celkem 2[ kouli oéislovanych
1,2,...,2l. V kazdém kroku se ndhodné zvoli jedno ¢islo mezi 1,2,...,2] a koule s danym c¢islem se
premisti do druhé urny. Pocet kouli v urné reprezentuje teplotu télesa a pfemisténi koule vyménu tepla.
Ozna¢me X,, teplotu prvniho télesa (tj. pocet kouli v prvni urné) v case n. Ukazte, Ze {X,,,n € N}
tvori homogenni Markovuv fetézec, najdéte matici pravdépodobnosti pfechodu, klasifikujte stavy fetézce
a urcete stacionarni rozdéleni.

Pfiklad 5.2: (model miseni dvou nestlacitelnych kapalin) Mé&jme dvé urny, kazda z nich obsahuje [ kouli.
Celkem mame 2[ kouli, z toho [ bilych a I ¢ernych. V kazdém casovém okamziku probiha proces miseni
takto: v kazdé z uren ndhodné zvolime jednu kouli a pfemistime ji do opa¢né urny (vyména probiha
sou¢asné). Nahodna veli¢ina X,, udava pocet bilych kouli v prvni urné v éase n. Ukazte, Ze posloupnost
{X,,n € N} je homogenni Markoviv fetézec, najdéte matici pravdépodobnosti pfechodu a klasifikujte
stavy Tetézce.

Piiklad 5.3: M&jme tii pfihradky, do kterych umistujeme kulicky (kazda pfihradka mize obsahovat ma-
xim4lné jednu kuli¢ku). V kazdém Gasovém okamziku vybereme rovnomérné ndhodné jednu z prihradek.
Pokud neni obsazena, vlozime do ni kulicku. Pokud je obsazena, s pravdépodobnosti 1/2 z ni kulicku ode-
bereme a s pravdépodobnosti 1/2 kulicku ponechdme. Ozna¢me X,, podet obsazenych piihrddek v case
n. Urete matici pravdépodobnosti pfechodu Markovova fetézce {X,,, n € N}. Klasifikujte stavy Fetézce
a spoCtéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje). Pfedpokladejte, Ze pocatecni rozdéleni je rovnomérné
(kazdy stav mé stejnou pravdépodobnost) a spoc¢téte absolutni pravdépodobnosti po jednom kroku.

Priklad 5.4: Klasifikujte stavy Markovova fetézce s matici pravdépodobnosti pfechodu
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kde p € (0,1). Spoctéte staciondrni rozdéleni.
V nésledujicich tlohéach je mnozina stavi nekonecna.

Piiklad 5.5: Uvazujme posloupnost bernoulliovskych pokusi. Pravdépodobnost zdaru je p € (0,1)
a pravdépodobnost nezdaru ¢ = 1 — p. Definujme X,, jako délku série zdart, které jsme dosahli v n-
tém pokuse (pokud skonéil n-ty pokus nezdarem, je X,, = 0). Ukazte, Ze posloupnost {X,,,n € N} je
homogenni Markoviiv fetézec, najdéte matici pravdépodobnosti pfechodu (i vyssich Fadi), klasifikujte
stavy Fetézce a spoététe stacionarni rozdéleni (pokud existuje).



Piiklad 5.6: Mé&jme Markoviv fetézec s matici pravdépodobnosti pfechodu
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Urcete staciondrni rozdéleni (pokud existuje) a klasifikujte stavy Fetézce.

Piiklad 5.7: Mé&jme Markoviv fetézec s matici pravdépodobnosti pfechodu
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Urcete staciondrni rozdéleni (pokud existuje) a klasifikujte stavy Fetézce.

Priklad 5.8: Méjme Markoviv fetézec s matici pravdépodobnosti pfechodu
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kde 0 < p; < 1 pro vSechna i € Ng a Y .° p; = 1. Uréete stacionarni rozdéleni (pokud existuje)
a klasifikujte stavy fetézce.

Priklad 5.9: Klasifikujte stavy Markovova Fetézce s matici pravdépodobnosti pfechodu
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Naleznéte stacionarni rozdéleni tohoto Fetézce (pokud existuje).

Priklad 5.10: Klasifikujte stavy Markovova fetézce s matici pravdépodobnosti pfechodu
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kde 0 < p; < 1 pro v8echna i € Ny a ¢; = 1 — p;. Naleznéte stacionarni rozdéleni tohoto Fetézce (pokud
existuje).

Pfiklad 5.11: Leze slimdk po nekonecéné vysokém stromé, za kazdou hodinu s pravdépodobnosti 1/4
vyleze nahoru o jeden centimetr a s pravdépodobnosti 3/4 o jeden centimetr dolt sklouzne. Pokud je na
zemi, popoleze o jeden centimetr nahoru s pravdépodobnosti 1. Ozna¢me X, vysku (v centimetrech),
ve které se slimak nachazi po n hodinach. Uréete matici pravdépodobnosti pfechodu Markovova fetézce
{X,,n € Ng}. Klasifikujte stavy Fetézce a spoctéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje). Piedpokla-
dejte, Ze na pocatku (v ¢ase n = 0) je slimdk na zemi a spoctéte absolutni pravdépodobnosti po tfech
hodinéach.

Piiklad 5.12: Aneta a Barbora hraji sérii Sachovych zdpasi. Predpokladejme, Zze kazda partie skonci
s pravdépodobnosti 1/3 vyhrou Anety, s pravdépodobnosti 1/3 remizou a s pravdépodobnosti 1/3 vyhrou
Barbory. Za vyhru se ziskava jeden bod, za remizu pil bodu. Oznac¢me X, absolutni hodnotu rozdilu
ziskanych bodt obou hracek po n partiich. Urcete matici pravdépodobnosti pfechodu Markovova fetézce
{Xn,n € Ng}. Klasifikujte stavy fetézce a urcete staciondrni rozdéleni (pokud existuje).



